Idée : introduire le théoréme de Bézout en chertdearpoints a coordonnées entieres d'une dr@ie ax + by = K|
S'appuyer sur deux exemples (partie 1) pour fainepcendre le cas général.

Prérequis : connaitre les premiéres propriétél da division euclidienne, la notion de PGCD, dggiers premiers entre
eux.

| Devoir sur feuille §pécialitd|

Exercice
a et b étant deux nombres entiers relatifs donnés, on stiéresse a I'existence éventuelle de points a coonthées

entiéres appartenant a la droite (d) d'équation :| (d): ax + by = k.|

Soienta etb deux entiers naturels non nuls. On définit I'efden(E,,) par : By = {ax + by, x 0 Z ety 0 Z}.

Partie 1. Etude de deux cas particuliers

1. On pose = 14 etb = 9. On étudie Bo={14x + 9y ,x 0 Z ety (1 Z}
a) Au tableur, construire les éléments dgsfpourx ety compris entre — 15 et 15.
Fournir la copie imprimée d'une partie du table
b) Pour quelles valeurs deety obtient-on 0 ? Obtient-on 1 ? Obtient-on 2 ?
Obtient-on plusieurs fois ces uate?
¢) Soitn un entier relatif quelconque. Montrer quél E; 46 Quel est I'ensemblef ?
d) Donner les coordonnées entiéres de 5 pointa dmlte d'équation X4+ 9y = 5.

2. 0n posa = 18 etb = 42. On étudie donck4,= {18x + 42y ,x O Z ety 0 Z}.
a) Au tableur, construire les éléments dgsoourx ety x ety compris entre — 15 et 15.
Fournir la copie imprimée d'une partie du tahle
b) Quelle est la plus petite valalistrictement positive contenue dans le tableau ?
Pour quelles valeurs dety obtient-on cette valewt? Ces valeurs deety sont-elles uniques ?
¢) Soitk un élément quelconque desk. Montrer qued divisek.
Soitn un entier relatif quelconque. Montrer quin:(J E;g.42
Quel est I'ensemblg iz ?
e) Combien de points de coordonnées entiéres cdmgteite d'équation X8+ 42y = 14 ?
Donner les coordonnées entiéres pignts de la droite d'équationxi-8 42y = 30.

Partie 2. Etude du cas général : a et b sont deux entiersrast non nuls quelconques.
On note ()" I'ensemble E, n IN'.

1. a) En utilisant l'affirmationm(0 Eyp ) = (Ox O Z, Oy OZ tels que m=ax + by),
montrer que i etn sont deux éléments dgFalorsm + n,m — net d'une maniére généralen + 3n
(avea O Z etp 00 Z) sont des éléments dgfE
b) Pourquoi peut-on affirmer que(§ #0 ?
En déduire que @g)* admet un plus petit élémemtd 0 N*).
Montrer que tout multiple dé appartient a k.
Montrer qued divisea (on pourra écrire la division euclidiennealpard) etd diviseb.
c¢) Montrer que : gk 0 Egy,, alorsk est un multiple de (on pourra écrire la division euclidienneldeard).
d) Montrer qued est le plus grand diviseur communaletb. Quel est I'ensemble (E) ?



2. Applications:

a) Répondre a la question initiale : a quelle ¢mdla droite d'équatioax + by = cadmet-elle des points a
coordonnées entieres ?
Soierd = 2156 eb = 8228. Déterminer la décomposition en facteuvesnpers dea eth.
En déduire le plus grand divissemmund de 2156 et 8228.
La droite d'équation : 2¥568228 = 22 a-t-elle des points & coordonnées entié(sisd?ii, en donner
trois)
La droite d'équation : 2 ¥568 228 = 132 a-t-elle des points a coordonnées entié(sisoi, en donner
trois).

b) A quelle condition (sua etb) peut-on trouver deux entieusetv tels queau + bv=1 ?
Enoncer la réciproque. Cette néjpe est-elle vraie ?

Correctio

Partie 1
1b. 0 = 14x 9 + 9x (— 14) donx = 9 ety = — 14 permettent d'obtenir O.
1=14x 2 + 9x (— 3) doncx = 2 ety = — 3 permettent d'obtenir 1.
2 = 14x 4 + 9% (— 6) doncx = 4 ety = — 6 permettent d'obtenir 4l guffit de multiplier par 2 la ligne précédente !
Oui, on obtient aussi : 1 = ¥4— 7) + 9x 11 doncx = — 7 ety = 11 permettent aussi d'obtenirah (obtient donc 2
avec x= — 14ety = 22).

1c. En multipliant pan (n 0 Z) I'égalité : 1 = 14 2 + 9x (— 3) on obtient :
n=14x2n+9x (— &) doncx = 2n ety = — 3 permettent d'obtenir quel que soih 0 Z.
Ainsi E4.9 contientZ et comme : k&.4[] Z (car Ej49 Ne peut contenir que des nombres enfiersen déduit : B¢ =2Z.

2b. Le plus petit entier strictement positif dulésty estd =6 = 18x (- 2) +42x 1 (donc x=—2 ety =)
Onaaussi: 6 = 28(—9) + 42x 4 (donc x =— 9 et y =¥} donc les valeurs deety pour avoir 6 ne sont pas uniques.

2c. Soitk [1 Ejg.42 Il existe donc deux entiexsety tels que k= 18 + 42y = 6(X + 7).
Commex ety sont des entiersx3- 7y est un entier, donc 6 divike

2d. Comme 6=[18x (—2) + 42x 1] x n=18x% (— 2n) + 42x n, 6n 0 Eygn
On en déduit : 54, est I'ensemble des multiples die 6.

2e. Comme 14 n'est pas un multiple de 6, la ddbitguation 18+ 42/ = 14 ne passe par aucun point a coordonnées
entiéres.
Comme 30 est un multiple de 6, la droite cidigm 1& + 42y = 30 passe par une infinité de points a coord@née
entiéres.
De 6 = 18 (— 2) + 42x 1 on déduit 8 6 = 18x 5x(— 2) + 42x 5 d'ou le point<{10 ; 5). Autres points...

Partie 2

la. Simetn sont des éléments de,gfEalors il existe 2 entiers relatitsety tels quem = ax + byet 2 entiers relatifg' et
y' tels quen =ax' + by',donc:m+n=a(x + x) + b(y +y),m—-n=a(x - x') + b(y — y'et d'une maniére générale :
am+Bn = a(ax + Bx") + b(ay + By") avec :ax + Bx' O Z etay + By' 0 Z , doncm + n,m — netam + n sont des
éléments de ().

1b. (Ep)™ # 0 caral (Eap) ™ (a>0eta=1 xa+ 0 xh).
Comme (E»)™ est une partie non vide de IN,(§™* admet un plus petit élémedt



Commed O (Eyp), il existe deux entieng etv tels qu.

On en déduit qu'un multiple desoitkd, peut s'écrire kd = k(au + bv) = aku + bkv Donc :kd [0 E,p.

Ecrivons la division euclidienne dgard : a = dg + ravec 0< r < d. On en déduit que=a — dq.
Commea etd appartiennent ag, r appartient a |, (voir 1a) etr <d.
Ord est le plus petit élément strictement positif Bg,J. Doncr = 0.

On a donca =dgq, soit. On démontre de méme quitb]. | d est donc umliviseur commun dea eth|.

1c. Soit :k O (Eyyp). Effectuons la division euclidienne Beard, soit : k = dq + ravec O<r < d (doncr = k — dg).
Commek etd appartiennent a k), on en déduit quek — dgd Egy,. Donc :r 0 Egy, , doner = 0 puisque & r< d

et qual est le plus petit élément de{F™*. On a dond = dq dong tout élément de (E.;) est un multiple ded|

1d. Soité un diviseur commun aetb (o > 0). Il existe deux entietsetk’ tels que a = kd eth = k'..
Commael O (Eayp), il existeu, vtels que d = au + bv.On en déduit que, en remplacamgark.d etb park'.3 :
d = k.du + k'.dv = d(ku + k'V) doncd divised, doncd < d.
Ainsi tout diviseur communaetb est inférieur ou égal @
Ord est un diviseur communageth. C'est donc le plus grand

[ (E,p) est donc I'ensemble des multiples di d étant le PGCD dea etb.|




